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G. PHILIPPE

Portraits de phase en électricité 

Introduction

Thème: On utilise la fonction DEtools[DEplot] pour tracer des portraits de phase: 
la résolution est numérique.

Programme
circuit LC en régime transitoire
> restart;
with (DEtools):

On considère un circuit LC où u désigne la tension aux bornes du condensateur.
On note der_u la dérivée de u par rapport au temps.

On écrit les équations du premier ordre permettant la résolution.

On désigne par Omega0 la pulsation propre du circuit avec  =  Ω 0
1
L C

> deq1:=diff(u(t),t)=der_u(t);
deq2:=diff(der_u(t),t)=-Omega0^2*u(t);
deq:=deq1,deq2;

 := deq1  =  ∂
∂
t ( )u t ( )der_u t

 := deq2  =  ∂
∂
t ( )der_u t − Ω 02 ( )u t

 := deq , =  ∂
∂
t ( )u t ( )der_u t  =  ∂

∂
t ( )der_u t − Ω 02 ( )u t

Conditions initiales: 
en t=0, le condensateur est chargé par une charge telle que u=100, l'interrupteur étant ouvert.

> cond_init:=[u(0)=100,der_u(0)=0];
 := cond_init [ ], =  ( )u 0 100  =  ( )der_u 0 0

On introduit les valeurs numériques nécessaires:
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> T0:=1; Omega0:=2*Pi/T0; 
 := T0 1

 := Ω 0 2 π

On trace le portrait de phase pour 10 périodes.
 
> DEplot([deq],[u(t),der_u(t)],t=0..10*T0,
[cond_init],stepsize=T0/100,scene=[u(t),der_u(t)],arrows=none,linecolor=t);

Le portrait de phase est une ellipse. 
Les grandeurs oscillent de manière sinusoîdale.

En électricité, un oscillateur c'est un générateur de signal sinusoïdal. 
Mais ce circuit est entièrement théorique: on a notamment négligé toutes les pertes par effet joule et ce 
"générateur" ne fournit pas d'énergie à l'extérieur.

circuit RLC en régime transitoire
> restart;
with (DEtools):

On tient compte ici de la résistance du circuit.

On pourrait alors introduire le coefficient de qualité 

tel que   =  Q L Ω 0
R  et    =  Q 1

R C Ω 0   ; 

soit  =  Q L
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On peut préférer le coefficient d'amortissement
noté ici  η

avec  =  η
R C
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Les équations:

> deq1:=diff(u(t),t)=der_u(t);
deq2:=diff(der_u(t),t)=-Omega0^2*u(t) -2*eta*Omega0*der_u(t);
deq:=deq1,deq2;

 := deq1  =  ∂
∂
t ( )u t ( )der_u t

 := deq2  =  ∂
∂
t ( )der_u t −  −  Ω 02 ( )u t 2 η Ω 0 ( )der_u t

 := deq , =  ∂
∂
t ( )u t ( )der_u t  =  ∂

∂
t ( )der_u t −  −  Ω 02 ( )u t 2 η Ω 0 ( )der_u t

On trace le portrait de phase: 
en t=0, le condensateur est chargé par une charge telle que u=100, l'interrupteur étant ouvert. 
On prendra eta=0.2 (amortissement réduit) puis eta=0.8 (amortissement plus fort) 

> cond_init:=[u(0)=100,der_u(0)=0];
 := cond_init [ ], =  ( )u 0 100  =  ( )der_u 0 0

> T0:=1; Omega0:=2*Pi/T0; 
 := T0 1

 := Ω 0 2 π

> #portrait de phase pour eta=0.2
eta:=0.2;DEplot([deq],[u(t),der_u(t)],t=0..10*T0,
[cond_init],stepsize=T0/100,scene=[u(t),der_u(t)],arrows=none,linecolor=t);

 := η .2
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> #portrait de phase pour eta=0.8
eta:=0.8;DEplot([deq],[u(t),der_u(t)],t=0..10*T0,
[cond_init],stepsize=T0/100,scene=[u(t),der_u(t)],arrows=none,linecolor=t);

 := η .8

On trace le portrait de phase pour un eta négatif...Prendre eta= - 0.2

> #portrait de phase pour eta= - 0.2
eta:=-0.2;DEplot([deq],[u(t),der_u(t)],t=0..10*T0,
[cond_init],stepsize=T0/100,scene=[u(t),der_u(t)],arrows=none,linecolor=t);

 := η -.2
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Le premier tracé correspond à un amortissement léger. 
u(t) tend vers zéro (l'amplitude de la charge du condensateur tend vers zéro) "assez" lentement.
Le second tracé (résistance plus grande) correspond à un amortissement rapide.

Le troisième tracé correspond à de l'amplification. 
On peut penser à un montage à résistance négative en électronique. Dans un dispositif réel, un phénomène 
de saturation finit par apparaitre et l'amplitude des oscillations ne croît plus. 

démarrage d'un circuit RLC alimenté par un GBF
> restart;
with(DEtools):

On considère un circuit RLC alimenté par un GBF fournissant une tension alternative: uG= Um 
sin(Omega*t). Le condensateur est initialement déchargé.
 
On rappelle  la fonction de transfert ( avec p=j*Omega)

 =  
u
uG

1

 +   +  1 2 η Ω 0
( )-1
p Ω 0

( )− 2
p2

On pourrait retrouver l'équation différentielle vérifiée par u(t) en utilisant cette fonction de transfert.

On trace le portrait de phase correspondant à la phase de démarrage: 
en t=0, le condensateur est déchargé. 

On prendra Um=100 et Omega "assez proche" de la pulsation de résonance Omega0: 
Omega=x*Omega0. 
On prendra eta=0.2 et x=2.

Les équations:
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> deq1:=diff(u(t),t)=der_u(t);
deq2:=diff(der_u(t),t)=-Omega0^2*(u(t)-Um*sin(Omega*t)) -2*eta*Omega0*der_u(t);
deq:=deq1,deq2;

 := deq1  =  ∂
∂
t ( )u t ( )der_u t

 := deq2  =  ∂
∂
t ( )der_u t −  −  Ω 02 ( ) −  ( )u t Um ( )sin Ω t 2 η Ω 0 ( )der_u t

 := deq , =  ∂
∂
t ( )u t ( )der_u t  =  ∂

∂
t ( )der_u t −  −  Ω 02 ( ) −  ( )u t Um ( )sin Ω t 2 η Ω 0 ( )der_u t

Conditions initiales et valeurs numériques:

> cond_init:=[u(0)=0,der_u(0)=0];
 := cond_init [ ], =  ( )u 0 0  =  ( )der_u 0 0

> T0:=1; Omega0:=2*Pi/T0; 
eta:=0.2;Um:=100;Omega:=x*Omega0;x:=2;

 := T0 1

 := Ω 0 2 π

 := η .2

 := Um 100

 := Ω 2 x π

 := x 2

Le portrait de phase:

> DEplot([deq],[u(t),der_u(t)],t=0..10*T0,
[cond_init],stepsize=T0/100,scene=[u(t),der_u(t)],arrows=none,linecolor=t);
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Le cycle limite est atteint assez rapidement.
Il s'agit d'une ellipse ramenée à ses axes de symétrie (régime sinusoïdal)

On visualise aussi u=u(t) pour faciliter la compréhension de ce qui se passe 

> DEplot([deq],[u(t),der_u(t)],t=0..10*T0,[cond_init],stepsize=T0/100,scene=[t,u(t)],arrows=none,linecolor=t);

Remarquer que pendant la phase de démarrage, la tension dépasse Um=100 fourni par le générateur...

On recommencer u=u(t) avec x=1.1 et eta=0.01 pour t entre 0 et 40T0

> x:=1.1;eta:=0.01;
 := x 1.1

 := η .01

> DEplot([deq],[u(t),der_u(t)],t=0..40*T0,
[cond_init],stepsize=T0/100,scene=[u(t),der_u(t)],arrows=none,linecolor=t);
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> DEplot([deq],[u(t),der_u(t)],t=0..40*T0,[cond_init],stepsize=T0/100,scene=[t,u(t)],arrows=none,linecolor=t);

Il y aurait ici comme un phénomène de battements (très faiblement amortis) entre le régime transitoire et le 
régime sinusoïdal forcé et de la résonance pour le régime forcé.

oscillateur auto_entretenu (Van der Pol)
> restart;
with(DEtools):

On sait réaliser un oscillateur ( attention: il n'y a plus de générateur de signal extérieur) pour lequel 
eta=u^2-p (voir partie 2). On trace les portraits de phase au démarrage pour deux valeurs de p (p=0.05 et 
p=0.9). On trace aussi la courbe u=u(t). Cet oscillateur démarre sur une tension parasite quelconque 
modélisée ici par u(0)=0.2 

> deq1:=diff(u(t),t)=der_u(t);
deq2:=diff(der_u(t),t)=-Omega0^2*u(t) -2*(u(t)^2-p)*Omega0*der_u(t);
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deq:=deq1,deq2;
 := deq1  =  ∂

∂
t ( )u t ( )der_u t

 := deq2  =  ∂
∂
t ( )der_u t −  −  Ω 02 ( )u t 2 ( ) −  ( )u t 2 p Ω 0 ( )der_u t

 := deq , =  ∂
∂
t ( )u t ( )der_u t  =  ∂

∂
t ( )der_u t −  −  Ω 02 ( )u t 2 ( ) −  ( )u t 2 p Ω 0 ( )der_u t

> cond_init:=[u(0)=0.2,der_u(0)=0];
 := cond_init [ ], =  ( )u 0 .2  =  ( )der_u 0 0

> Omega0:=2*Pi/T0; T0:=1;
 := Ω 0 2 π

T0

 := T0 1

tracés entre 0 et 10 T0 pour p=0.05

> p:=0.05;deq;
 := p .05

, =  ∂
∂
t ( )u t ( )der_u t  =  ∂

∂
t ( )der_u t −  −  4 π 2 ( )u t 4 ( ) −  ( )u t 2 .05 π ( )der_u t

> DEplot([deq],[u(t),der_u(t)],t=0..10*T0,
[cond_init],stepsize=T0/100,scene=[u(t),der_u(t)],arrows=none,linecolor=t);

> DEplot([deq],[u(t),der_u(t)],t=0..10*T0,[cond_init],stepsize=T0/100,scene=[t,u(t)],arrows=none,linecolor=t);
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tracés entre 0 et 5 T0 pour p=0.9

> p:=0.9;deq;

 := p .9

, =  ∂
∂
t ( )u t ( )der_u t  =  ∂

∂
t ( )der_u t −  −  4 π 2 ( )u t 4 ( ) −  ( )u t 2 .9 π ( )der_u t

> DEplot([deq],[u(t),der_u(t)],t=0..10*T0,
[cond_init],stepsize=T0/100,scene=[u(t),der_u(t)],arrows=none,linecolor=t);

> DEplot([deq],[u(t),der_u(t)],t=0..10*T0,[cond_init],stepsize=T0/100,scene=[t,u(t)],arrows=none,linecolor=t);
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1)Il y a amplification du signal (en l'absence de générateur de signal). On a fabriqué un oscillateur.

2)En effet, tant que u(t) est inférieur à  p  alors η  est négatif et il y a amplification.
Pour p=0.05, cela correspond à u(t)=0.224.
Pour p=0.9, cela correspond à u(t)=0.949.
On finit par atteindre un cycle limite dans le plan de phase.

3)Pour p "petit", le cycle limite reste peu éloigné visuellement d'une ellipse ramenée à ses axes de symétrie.
L'oscillateur est pseudosinusoïdal.
Pour p "grand", l'oscillateur n'est plus sinusoïdal.
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